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\displaystyle \mathcal{H}_{2}=\int $\omega$(k)|a(k)|^{2}dk , (1b)
\displaystyle \mathcal{H}_{3}=\frac{1}{2}\int[V(k, k_{1}, k_{2})a^{*}(k)a(k_{1})a(k_{2})+\mathrm{c}.\mathrm{c}.] $\delta$(k-k_{1}-k_{2})dk_{123} . (1c)
\displaystyle \frac{da(k)}{dt}=-i\frac{ $\delta$ \mathcal{H}}{ $\delta$ a^{*}(k)}=-i $\omega$(k)a(k)
‐ \displaystyle \frac{i}{2}\int V(k, k_{1}, k_{2})a(k_{1})a(k_{2}) $\delta$(k-k_{1}-k_{2})dk_{12}
-i\displaystyle \int V(k_{1}, k.k_{2})a(k_{1})a^{*}(k_{2}) $\delta$(k_{1}-k-k_{2})dk_{12} , (2a)
 $\omega$(k)=k^{3/2}, V(k, k_{1}, k_{2})=(kk_{1}k_{2})^{1/4} . (2b)
ここでk は2次元波数ベクトル,  $\omega$ (初 と  a(k) はそれぞれ,波数 k のモードの線形振動数および複
素振幅を表す. a^{*} は aの複素共役,cc. は前にある項の複素共役を表す.また, V_{012}=V(k, k\mathrm{i}, k_{2}) ,
$\delta$_{0-1-2}^{k}= $\delta$(k-k_{1}-k_{2}) , a0=a(k) などの略記法を用いた.また k=|k| . 分散関係  $\omega$(k)=k^{3/2}
は水面波における表面張力波の分散関係と同じ形であり,3波共鳴
k_{0}\pm k_{1}\pm k_{2}=0,  $\omega$ 0\pm$\omega$_{1} ± $\omega$_{2}=0 (3)
を許す.なお,(2b) で示した相互作用の核関数 V(k, k_{1}, k_{2}) の形は,非線形項の畳み込み積分が
高速フーリエ変換で容易に評価できるように適当に選んだもので,特に物理的な意味はない.
波動乱流におけるエネルギースペクトル \mathrm{E}(k) の発展に対しては,Hasselmann[1] による事実上
の標準理論がある.この理論はもともとは4波系,すなわち分散関係が3波共鳴を許さないよう
な系に対して考案されたものであるが,その精神を3波系 (2) に適用した場合,アクションスペク
トル n(k)(=E(k)/ $\omega$(k)) の時間発展は以下の 「Hasselmann. の式」 で記述される :
\displaystyle \frac{\partial nk}{\partial t}= $\pi$\int|V_{012}|^{2}\{n_{1}n_{2}-n_{0}(n_{1}+n_{2})\}$\delta$_{()-1-2}^{ $\omega$}$\delta$_{0-1-2}^{k}dk_{12}




これに対して Janssen [2] は,多重尺度展開の手法を用いて 「Janssen の式」
\displaystyle \frac{\partial n_{k}}{\partial t}=\int|V_{012}|^{2}\{n_{1}n_{2}-n_{0}(n_{1}+n_{2})\}\frac{\sin($\omega$_{012}t)}{$\omega$_{012}}$\delta$_{0-1-2}^{k}dk_{12}
-2\displaystyle \int|V_{102}|^{2}\{n_{0}n_{2}-n1(n_{0}+n_{2})\}\frac{\sin($\omega$_{102}t)}{$\omega$_{102}}$\delta$_{1-0-2}^{k}dk_{12} (5)
を導出している.ここで $\omega$_{012} は 「振動数ミスマッチ」  $\omega$(k)- $\omega$(k\mathrm{i})- $\omega$(k_{2}) を表す ( $\omega$_{102} も同様).
(5) に,  t\rightarrow\infty で成立する関係 sin ( $\Delta \omega$ t)/ $\Delta \omega$\rightarrow $\pi \delta$( $\Delta \omega$) を適用して,共鳴相互作用の効果のみ
を抽出すれば (4) に帰着する.なお (5) の導出では,初期時刻 t=0 において \langle a_{1}^{*}a_{2}a_{3}\rangle=0 , すな
わち3次のキュムラントが 0であることが仮定されている.
我々は以前の論文 [3] で3波相互作用系 (1)\sim(3) の直接数値シミュレーション (DNS) を行った
が,その研究の過程で興味深い結果を見出した.すなわち,スペクトルの時間発展のごく初期段
階である t=1T_{\mathrm{p}} と t=2T_{\mathrm{p}} のほんの1周期間のスペクトル変化から評価したスペクトル変化率
が,Hasselmaimの式が与えるスペクトル変化率とほとんど一致するというものであった.ここで
Tp はスペクトルピークに対応する周期を表す.‐h述したように,Hasselmann式(4) の導出には,




以下では,Hasselmannの式 (4) が与えるエネルギースペクトル変化率  dE/dtの値を dE_{\mathrm{H}} , Janssen
の式 (5) が与える値をdE\mathrm{j} , DNS から推定した値を dE_{\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}} とそれぞれ表記する.
. d\mathrm{E}_{\mathrm{J}} と dE_{\mathrm{H}} にどの程度の差があるのか.
\bullet  dE_{\mathrm{J}} が実質的に dE_{\mathrm{H}} と等しい値を与えるようになるためには,どの程度の時間経過が必要
なのか.またそれは着目する波数領域に依存するのかどうか.








H_{2}=\displaystyle \sum_{k} $\omega$ k|ak|^{2}, |ak|^{2}=Ak^{-6.5}\exp(-1/k^{4})D(k) , (6a)
D(k)= \left\{\begin{array}{ll}
1, & (0<k<7)\\
\exp(-10(k-7)^{2}) , & (7\leq k\leq 8) .
\end{array}\right. (6b)
各ak の初期位相は [0, 2 $\pi$] の一様乱数で与えた.この結果, t=0 においては式 (5) 導出の前提に
なっている \langle a_{1}^{*}a_{2}a_{3}\rangle=0 という性質がDNS においても成立しており,両者を比較することは合理
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図 1(\mathrm{a}),(\mathrm{b}) は,それぞれ t=0.3T_{p} および t=2.0T_{p} における dE_{\mathrm{H}}(k) , dE\mathrm{j}(k) , および dE_{\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}}(k)
を示している. dE_{\mathrm{D}^{\backslash }\mathrm{N}\mathrm{S}}(k) は T_{p}/10毎に出力した \mathrm{E}(k) の値から差分近似で推定している.なお T_{p}
はスペクトルピークに対応する周期で,  T_{p}=2 $\pi$ である.これらの図から,  dE_{\mathrm{D}\mathrm{N}\mathrm{S}}(k) はスペクト
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化しない.このことから,ここでの dE_{\mathrm{J}}(k) および dE_{\mathrm{H}}(k) の評価においては, E(k) は初期スペ
クトルに固定している.したがって式中に生の t を含まない dE_{\mathrm{H}}(k) は時間的に一定である.
次に, k を固定して, dE\mathrm{j}(k) が時間的にどのように dE_{\mathrm{H}}(k) に漸近するのかを調べた.例とし
て k=2.0 における dE\mathrm{j}(k) と dE_{\mathrm{H}}(k) を図2(a) に示す. dE_{\mathrm{J}} の dE_{\mathrm{H}} への漸近が減衰振動的であ
ることを示している.また図 2(\mathrm{b}) は両者の差の極大値の時間変化を両対数グラフで示したもので
あるが,振動振幅がほぼ t^{-1} で減少していることが分かる.図には示さないが, k=3.0 において
も dE_{\mathrm{J}} の dE_{\mathrm{H}} への漸近は減衰振動的であり,振動振幅は k=2.0 と同様, t^{-1} で減少する.ただ
し,振動周期は k=2.0 に比ぺて短い.一方,低波数領域の k=0.6 では dE_{\mathrm{J}} は指数関数的に急
速に dE_{\mathrm{H}} に漸近するようである.波動乱流理論において,Janssen の式 (5) から Hassselmann の
式(4) を導出する過程は,形式上は単に \sin( $\Delta \omega$ t)/ $\Delta \omega$\rightarrow $\pi \delta$( $\Delta \omega$) (t\rightarrow\infty) という極限操作を
行うに過ぎない.しかし, dE_{\mathrm{J}} のHasselmann極限 dE_{\mathrm{H}} への漸近のしかたは,着目する波数領域
によってこのように大きく異なっているのである.
多くの k において dE_{\mathrm{J}}(k, t) と dE_{\mathrm{H}}(k) の差 D(k, t)=dE\mathrm{j}(k, t)-dE_{\mathrm{H}}(k) を t についてフーリエ











図3: 差 D(k, t) の周波数スペクトル S( $\omega$) のピーク振動数 $\omega$_{p}(k)
ロットすると図3のようになる. \mathrm{E}(k) のスペクトルピーク波数k=1 を挟んで,明らかに振舞いが異
なっていることがわかる.相対的に高波数の領域 (k>1) においては, D(k, t) = áEi (k, t)-dE_{\mathrm{H}}(k)
は明瞭な振動数を持つ減衰振動で,その振動数 $\omega$_{p} は k について, $\omega$_{p}\propto k^{3/2} のように依存する.
このべきは系の分散関係のそれと等しいことに注意する.一方,相対的に低波数領域 (k< 1) $\iota$*
おいては,差 dE_{\mathrm{J}}(k, t)-dE_{\mathrm{H}}(k) の周波数スペクトルはあまり明瞭なピークを示さないが,あえ
て最大値を以てピーク撮動数 $\omega$_{p} を定義すると,高波数域同様やはり kのべき乗に従うようである
が,そのべきは高波数領域と異なり, $\omega$_{\mathrm{p}}\propto k^{0.83} 程度となっている.
3.2 振動数ミスマッチによる整理
Janssenの式 (5) は以下のように極平面上の積分として表すことができる :
\displaystyle \frac{\partial n(k)}{\partial t}\backslash =\int|V_{01(0-1)}|^{2}\{n_{1}n_{0-1}-n_{0}(n_{1}+n_{0-1})\}\frac{\sin($\omega$_{01(0-1)}t)}{$\omega$_{01(0-1)}}dk_{1}
-2\displaystyle \int|V_{\mathrm{i}\mathrm{o}\langle 1-0}) |^{2}\displaystyle \{n_{0}n\mathrm{i}-0-n\mathrm{i}(n_{0}+n\mathrm{i}-0)\}\frac{\mathrm{s}\dot{\mathrm{m}}($\omega$_{10(1-0)}t)}{$\omega$_{10(1-0)}}dk_{1} . (7)
前小節で示した dE_{\mathrm{J}}(k) の値は, k_{1} ベクトル平面を1辺 dk_{1}=1\mathrm{x}10^{-3} の正方形メッシュに分割
し,各メッシュからの寄辱の代数和で (7) の積分を数値的に評価し,n(旬 と \mathrm{E}(k) の関係
E(k)=2 $\pi$ k $\omega$(k)n(k) (8)
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を用いて dE に換算することで得たものである.
(7) の k\mathrm{i} に関する積分は,極平面の各メッシュからの寄与を 極そのものではなく,そこにお
ける振動数ミスマッチ $\omega$_{01(0-1)}= $\omega$ 0-$\omega$_{1}- $\omega$ 0-1 や $\omega$_{10(1-0)}=$\omega$_{1}- $\omega$ 0-$\omega$_{1-0} の値ごとに一旦整
理し,後に $\omega$_{01(0-1)} や $\omega$_{10(1-0)} について足し上げることで, $\omega$_{01(0-1)} および $\omega$_{10(1-0)} についての
積分に変換することができる.この変数変換を解析的に行おうとすると非常に煩雑になるが,数
値計算上は上記のような手続きでごく簡単に実行することができる.この結果,
dE_{\mathrm{J}}(k)=\displaystyle \int f_{1}($\omega$_{01(0-1)})\frac{\sin($\omega$_{01(0-1}}{$\omega$_{01(0-1\rangle}}) t)d$\omega$_{01(0-1)}-2\displaystyle \int f_{2}( $\omega$ \mathrm{i}_{\mathrm{o}(1-0)})\frac{\sin($\omega$_{10(1-0)}t)}{$\omega$_{10(1-0)}}du_{10(1-0)}
=\displaystyle \int f_{12}( $\Delta \omega$)\frac{\sin( $\Delta \omega$ t)}{ $\Delta \omega$}d $\Delta$ \mathrm{w} . (9)
と書けるような f_{1}( $\Delta \omega$) , f_{2}( $\Delta \omega$) , fi_{2}( $\Delta \omega$) の値を知ることができる.
f(x) を幅 2a, 高さ1のトップハッ ト関数,またそのフーリエ変換を \mathrm{F}(k) とすると
f(x)= \left\{\begin{array}{l}
1 \mathrm{i}\mathrm{f} |x|\leq a\\
0 \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}
\end{array}\right. \ovalbox{\tt\small REJECT} F(k)=\displaystyle \frac{1}{\sqrt{2 $\pi$}}\int_{-\infty}^{\infty}f(x)\mathrm{e}^{-ikx}dx=\sqrt{\frac{2}{ $\pi$}}\frac{\mathrm{s}\dot{\mathrm{m}}ak}{k} (10\rangle
が成り立つ.このことを使うと, \mathcal{F}[fi_{2}( $\Delta \omega$)]=F_{12}( $\tau$) と表すとき,式(9) は以下のように書く こ
とができる :
 dE_{\mathrm{J}}(k)=\displaystyle \int_{-\infty}^{\infty}f_{12}( $\Delta \omega$)\frac{\sin $\Delta \omega$ t}{ $\Delta \omega$}d $\Delta \omega$=\sqrt{\frac{ $\pi$}{2}}\int_{-t}^{t}F_{12}( $\tau$)d $\tau$=\sqrt{2 $\pi$}\int_{0}^{t}{\rm Re}[F_{12}( $\tau$)]d $\tau$ . (11)
したがって,  f_{1.2}( $\Delta \omega$) の  $\Delta \omega$ 依存性,もしくは,その Fourier 変換  F_{12}( $\tau$) の  $\tau$ 依存性を調べるこ
とによって,Janssenの式が与えるスペクトル変化率  dE\mathrm{j}(k) の振舞いを理解することができる.
なお,(11) の右辺に  t\rightarrow\infty の極限を適用すると
 t\displaystyle \rightarrow\infty \mathrm{h}\mathrm{n}1\int_{-\infty}^{\infty}f_{12}( $\Delta \omega$)\frac{\mathrm{s}\dot{\mathrm{m}} $\Delta \omega$ t}{ $\Delta \omega$}d $\Delta \omega$=\sqrt{\frac{ $\pi$}{2}}\int_{-\infty}^{\infty}F_{12}( $\tau$)d $\tau$= $\pi$ f_{12}(0),\backslash (12)
すなわち
\displaystyle \frac{\sin $\Delta \omega$ t}{ $\Delta \omega$} \rightarrow  $\pi \delta$( $\Delta \omega$) (t\rightarrow\infty) (13)
となるが,これは Janssenの式が  t\rightarrow\infty の極限で Hassselmannの式に帰着すること,また  dE_{\mathrm{H}}=
 $\pi$ f_{12}(0) が成り立つことを示している.
3.3 dE」 (k, t) の減衰振動的振る舞いについて
秘を固定したとき,「和の相互作用」 k_{0}=k_{1}+k_{2} の振動数ミスマッチ  $\Delta \omega$=$\omega$_{0}-$\omega$_{1}-$\omega$_{2} には
有限の最大値が存在する. k_{0}=(k_{0},0) とした場合,それは k\mathrm{i}=k_{2}=(k_{0}/2,0) のときに起こり,
そのとき
 $\Delta \omega$= $\Delta \omega$_{\mathrm{m}}=k_{0}^{3/2} \{ ,1—2 (\displaystyle \frac{1}{2})^{3/2}\}\approx 0.293k_{0}^{3/2} (14)
この結果,  $\Delta \omega$> $\Delta \omega$_{\mathrm{m}} では f_{1}( $\Delta \omega$)=0 となり, f_{1}( $\Delta \omega$) , したがって fi_{2}( $\Delta \omega$) は  $\Delta \omega$= $\Delta \omega$_{\mathrm{m}} に
おいて有限の不連続を持つ.図4は砺 =2.0 に対する f_{1}( $\Delta \omega$) , f_{2}( $\Delta \omega$) および f_{12}( $\Delta \omega$) を示す.こ
の図から分かるように,本研究で対象としているスペクトル形 (6) に対しては,関係する砺, k\mathrm{i}_{i}
37
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図 4: f_{1}( $\Delta \omega$) , f_{2}( $\Delta \omega$) および五2( $\Delta \omega$) . 図 5: dE\mathrm{j}(k) の時間変化 (1T_{p} \leq  t \leq
(k_{0}=2.0) 2T_{\mathrm{p}}; $\Delta$ t=0.1T_{p})
碗のすべてが比較的エネルギー密度の高い波数域に対応する k_{0}=2.0 に対しては,この f_{12}( $\Delta \omega$)
の不連続が顕著に現れる.なお図4から,(12) が要求するように,  $\Delta \omega$=0 における  $\pi$ f_{12}( $\Delta \omega$) の
値が確かに \mathrm{H}\mathrm{a}s\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{h}\mathrm{n}\mathrm{S} $\lambda$ 1 の値 dE_{\mathrm{H}} に一致することを確認することもできる.
一般に  $\omega$ の関数  f( $\omega$) が $\omega$_{0} において,その関数値や微分係数に不連続 [f($\omega$_{\mathrm{f}}\mathrm{j})] := f($\omega$_{0}+)-
f( $\omega$ 0-) , [f'( (J'\mathrm{o})] :=f'( $\omega$ 0+)-f'( $\omega$ 0-) などを持つとき,その Fourier 変換 \mathrm{F}(t) は  t\rightarrow\infty にお
いて
\displaystyle \sqrt{2 $\pi$}F(t)= (\frac{[f($\omega$_{0})]}{it}+\frac{[f'($\omega$_{0})]}{(it)^{2}}+\frac{[f''($\omega$_{0})]}{(it)^{3}}+\cdots)\mathrm{e}^{-i $\omega$ 0t} (15)
のように tの逆べき展開で表すことができる.したがって, fi_{2}( $\Delta \omega$) が  $\Delta \omega$= $\Delta \omega$_{\mathrm{n}} において顕著
な苓蓮続 [fi2 ( $\Delta \omega$_{\mathrm{m}}) ] を持つ場合,その Fourier変換 F_{12}( $\tau$) は
疏2 (T)\displaystyle \approx\frac{[f_{12}( $\Delta \omega$_{\mathrm{m}})]}{\prime it}\mathrm{e}^{-i $\Delta \omega$_{\mathrm{n}}}オ (16)
のような振舞いを示すと考えられる.
ただし,(11) が示すように, dE_{\mathrm{J}} は F_{\mathrm{i}_{2}}(t) の時間積分で与えられるため,長時間後の dE_{\mathrm{J}} の振
る舞いには, tが大きくない領域における F_{12}(t) も少なからぬ寄与をもたらすであろう.しかし,
dE_{\mathrm{J}} の減衰振動的な振る舞いの原因は明らかに,  $\Delta \omega$_{\mathrm{m}} における fi2 ( $\Delta \omega$) の不連続であると考えら
れる.そこで,この fi_{2}( $\Delta \omega$) の不連続からの寄与と,それ以外の連続部分からの寄与を分離して,
\displaystyle \sqrt{2 $\pi$}{\rm Re}\{F_{12}(t)\}=[f_{12}( $\Delta \omega$_{\mathrm{m}}')]{\rm Re}\{\frac{\mathrm{e}^{-i $\Delta \omega$_{\mathrm{m}}t}}{it}\}+\tilde{F}_{12}(t) =-[f_{12}( $\Delta \omega$_{\mathrm{m}})]\displaystyle \frac{\sin $\Delta \omega$_{\mathrm{m}}t}{t}+\tilde{F}_{12}(t) (17)
と表すことにすると,
dE_{\mathrm{j}}(k0 ) =-[fi_{2}( $\Delta \omega$_{\mathrm{m}})]\displaystyle \int_{0}^{t}\frac{\sin $\Delta \omega$_{\mathrm{m}} $\tau$}{ $\tau$}d $\tau$+d\tilde{E}_{J}=-[fi_{2}( $\Delta \omega$_{\mathrm{m}})]\mathrm{S}\mathrm{i}( $\Delta$ \mathrm{w}_{\Re}t)+d\tilde{E}_{J} . (18)
ここで d\tilde{E}_{J} はfi ( $\Delta \omega$) が連続な部分からの dE_{\mathrm{J}} への寄与を表し, [f_{12}( $\Delta \omega$_{\mathrm{m}})] を含む第1項に比べ,
時問的に急速に漸近値 (=dE_{\mathrm{H}}) に近づく.また,Si は正弦積分
\mathrm{S}\mathrm{i}(x) :=\displaystyle \int_{0}^{x}\frac{\sin x'}{x'} 面t (19)
38
を表す.
(14) を用いると, k=k_{0} における dE_{\mathrm{J}}(k_{0}, t) の時系列に, n個目の極大が発生する時刻砺は
玩 =\displaystyle \frac{(2n-1) $\pi$}{ $\Delta \omega$_{\mathrm{m}}(k_{0})}\approx\frac{(2n-1) $\pi$}{0.293k_{0}^{3/2}} (20)
で与えられることになる. \vee\backslash \cdot の結果,  dE_{\mathrm{J}}(k_{0},t) の時系列に見られる極大は, k_{0} が大きい高波数域
ほど早く出現し,次第に低波数側に向かって移動していくことが予想される.図5は 1T_{p}\leq t\leq 2T_{p}
の問の dE_{\mathrm{J}}(h,\cdot t) を 0.1T_{\mathrm{p}} 間隔で示したものであるが,確かにそのような振る舞いを見ることがで
きる.
正弦積分 Si(x) の  x\rightarrow\infty での漸近展開
Si (x)=.\displaystyle \frac{ $\pi$}{2}-\frac{\cos x}{x}(1-\frac{2!}{x^{2}}+\frac{4!}{x^{4}}-\cdots)-\frac{\sin x}{x}(\frac{1}{x}-\frac{3!}{x^{3}}+\frac{5!}{x^{5}}-\cdots) (21)
によると,Si (x) の  x=(2n-1) $\pi$ における極大値 \mathrm{S}玩は  n\rightarrow\infty で
\mathrm{S}玩 =\displaystyle \frac{ $\pi$}{2}+\frac{1}{x}+O(\frac{1}{x^{3}}) (22)
で与えられる.これと (18) より, dE_{\mathrm{J}} の振動振幅,したがって |dE_{\mathrm{J}} ‐dE囲の振幅は,  t\rightarrow\infty で
-[fi_{2}( $\Delta \omega$_{\mathrm{m}})]/t となることが期待されるが,これについても,図2の結果と定量的によく一致する
ことを確認することができる.以上の考察から,スペクトルピーク波数の2倍程度以上の高波数領
域において見られる, dE_{\mathrm{J}}(k_{i}t) の dE_{\mathrm{H}}(k) への減衰振動的な漸近的アプローチについては,非共
鳴な和相互作用における振動数ミスマッチ  $\Delta \omega$_{\mathrm{m}} に上限が存在し,それに伴って発生する fi_{2}( $\Delta \omega$)
の不連続的な跳びに起因していることが確認された.
一方,スペクトルピーク波数より低波数側の k_{0}=0.6 においてみられる dE_{\mathrm{J}} の dE_{\mathrm{H}} への指数
関数的な漸近については明快な理解は得られていないが,本研究が対象とするスペクトルがピー
ク波数の低波数側で指数関数的に急激に減少していること,および, f_{12}( $\Delta \omega$) に不連続が現れな
いこと,などを考慮すれば定性的には理解できるものと考えている.
本研究の結果は,分散関係  $\omega$=k^{3/2} , 相互作用の核関数 V_{012} , 初期スペクトル E(k, 0) などの選
択に大きく依存している.しかし,和相互作用の振動数ミスマッチに上限があり,そこで f_{12}( $\Delta \omega$)
に跳びが発生する場合には,ある波数領域においては, dE_{\mathrm{J}} が dE_{\mathrm{H}} に 1/t程度の速さで減衰振動
的に近づく という結果は,汎用性があるものと考えられる.
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